Etudiants ingénieurs électriciens 3éme semestre 27 octobre 1997
et Raccordement ETS

ELECTROMAGNETISME

corrigé de la 1ére série de problemes

LIGNES DE TRANSMISSION

Probleme 1.1 Déterminer le tempgu’il faut a un signalpour parcourir undigne de
25 centimetres de long, sachauie I'isolant quiremplit la ligne aune permittivité relative de
gr = 4,25. S’il s’agit d’'un signapériodique, quelle doit étre sa fréquepcair que ldemps de
transit soit égal a 10% de la période?

La vitesse de propagation est de

8
Co _3UOTM'S _ 4 455011108 mys 01,455[108 m/s 01,46 108 m/s
V& \425

Il est inutile de garder “trop” de décimales, mais il faut en garder “assez”: I'erreur d’arrondi
ne devrait en aucun cas depasser 1%.

0.25m _  0,25m
c  1,4552010%my/s

Pour parcourir 0.25 m, il faut alors = =1,71810%s01,72ns

Si cette durée est un dixieme de période, la fréquence du signal est de
f= 1 —5— = 58208550 Hz [158,2 MHz
10(1,71810"s

Remargue: dans la notation des ingénieurs, on exprime les résultats en tel® deec les
préefixeskilo, Méga, Giga,Tera,Petapour lesvaleurs positives de, et milli, micro (), nano,
pico, femto, attopour lesvaleurs négatives de. On éviteainsi des erreurgpotentielles. Par
ailleurs, il fut écrire MHz et non Mhz.

Probleme 1.2 Le signal dans unkgne detransmission seéplaceavecune vitessequi est le

guart de la vitesse de la lumiére dans le vide. Sachant que I'impédance caractéristique de la ligne
vaut 18&2, on demande de déterminer la capacité linéiqueet I'inductance linéique L’ de

la ligne

La capacité par unité de longueur est donnée par:

S . S 82 =7,168010 1 F/m 071, 2pF/m 00,072nF/m
clZ. colZ., 3010°[186




L’inductance par unité de longueur est obtenue similairement:

L' :é :ﬁ: 4|:L8§ :2,48[:[0_6 H/m D2,48HH/m
c Co 3010

Attention: ces deux quantités sont des grandeurs linéiques — c’est a dire par unité de longueur,
leurs dimensions sont respectivement d¢m et desH/m !l

Attention: I'unité d’inductance est le Henry [Vs/Am] et non le Tesla [Wpfai est I'unité du

champ d’induction.

Probleme 1.3 On veutréaliser une ligne déransmissionbifilaire entouréed’'un matériau
isolant (non-magnétique) ayant urgermittivité relative de & =2,24. L'impédance
caractéristique de la ligne daitloir 100 Q, et le rayond’'un conducteur est de 1 mm.
Déterminer la distance entre les centres des deux conducteurs.

A partir de la relation pour 'impédance caractéristique de la ligne bifilaire, on trouve que
d = Roosh( /&, Z/120) = Roosh(/2,24100/120)mm = 1,884mm

Mais, en regardant la figure correspondante, on constate que la distance entre les deux centres
est

2d =2[1,884 mm = 3,768 mm 3,77 mm
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Corrigé de la 2éme série de problémes

LIGNES EN REGIME SINUSOIDAL

Probleme 2.1 Montrer, dans ledomaine temporel,que sur uneligne
avec pertesRG'C' (L'=0) la tension
u(t, 2) = up cos(t —Bz)e™*

satisfait I'’équation d'onde ou eéquation des télégraphistes

0°u(t,2)
07°

au(t,2)
ot

=RC +RG'u(t,2)

Déterminer la valeur dex et en fonction des autres parameétres.
Déterminer également la valeur du courant et de la puissance sur cette
ligne.

On dérive deux fois par rapport 2 ce qui donne:

au(gtz, 2) =Buys n(oot - Bz)e—orz —au, Cos(oot _ BZ) o0z
azss:z’ Z) = ((]2 - [32) Ug COS((L)t — Bz)e_az _ ZCXB Ug S n((x)t . Bz)e—qz

Le terme de droite de l'équation des télegraphistes donne

RC' aug;; Z) + R,G,u(t’ Z) = _wRC Up S n(wt — BZ)e_aZ +RG Uo COS(OOt - Bz)e—GZ

On identifie les termes en cosinus et ceux en sinus, ce qui donne:
2 2_ 15 I — I/ I
0°—pB =RG et 20p=wRC

On tire a de la seconde relation, on l'introduit dans la premiere, ce
qui donne une équation bicarrée poup, que l'on résout et on obtient
“apres quelques calculs” (formule consacrée):

R /~> 22
=~ [NG2+w’C? -G
P 2\



On procéde exactement de la méme fagon pour trouwer

Remarque: on prend le signe positif pour les deux racines, d'une part
parce quea etp sont par définition toutes deux des valeurs reéelles,

ensuite par convention, pour que les notations correspondent a celles
utilisées dans le livre.

L'allure des courbes est donnée dans la figure

A

YS

On trouve ensuite le courant

i(t,z):—%augtz’z) _u

o‘;az [or cos{wt — Bz) - Bsin(wt —B2)|

On trouve ensuite la puissance

p(t,2) = u(t,2) ((t, 2) = @[a cos?(wt —Bz) —Bsin(cwt —Bz) cos{ot — Bz)]
_ uge—ZO(z
- 2R

[ (1+ cos2(wt — Bz)) — Bsin2(ct — B2)

La valeur moyenne des fonctions sinusoidales est nulle, de sorte que
—202

(P12 = 252

Dans le domaine fréquentiel, on cherche le phaseur de tension



u(t, 2) = ug cos(wt —Bz)e ™% = Re[uoej‘*’te‘jﬁze‘az] = Re[w@g(z)ej"’t]

en identifiant, on trouve que

(Z) — U_e—(q+j[3)z

V2

IC

L'équation des télégraphistes donne ici:

d’U(2)
d®z

(o + j[3)2 =(jwRC' +RG')U(2)

On retrouve bien les mémes valeurs pour et B que dans le
traitement précédent.

ATTENTION : 1) le vecteur phaseur n’est pas une fonction du temps, et

donc V(@) =0
ot

2) les grandeurs complexes n’existent que dans le domaine fréquentiel,
on ne peut jamais avoir des grandeurs complexes qui dépendent du
temps, ou des mélanges des deux notations.

Le courant est donné par

__ 1 du(2) _at JBL_J(Z) _oa+ jBu_Oe—(G+j[3)Z
R dz R R /2

1(2)

La puissance complexe est alors donnée par

§(Z) = lJ(Z) a-* (Z) = a2_|:\>j'B UCZ) e20z

On peut veérifier que la partie réelle correspond bien a la puissance
moyenne.

ATTENTION : il n’y a pas de relation qui permette de retrouver la
puissance en fonction du temps a partir de la puissance complexe. On
peut par exemple vérifier que

p(t,2) # R v25(2) €]



Probléme 2.2 Etudier lapropagation sur des lignes dontes schémas
équivalents (pour des longueurs infinitésimales ddigne dz) sont
donnés ci-apres. Déterminer dans chaque cas I'exposant de
propagation, les vitesses de phase et de groupe, en fonction de la
pulsation w:

L' dz L'dz R'dz L' dz R'dz
DR 1 AV
X X
L_ L_ G'dz
dz dz
[ ) ® ° ® I )

a) ligne LL: I'impédance linéique est iZ' = jwL’ et l'admittance linéique
Y =1/jwl’

L’'exposant de propagation est alors donné par= \jjill__x :\/gza

Il est purement réel, positif et constant. On a dofic= 0 et les vitesses

de propagation ne sont pas définies — ou encore elles sont infinies, ce
qui impliqgue que les phénoménes se répercutent instantanément. Ceci
n‘est pas physiquement réalisable, mais peut étre une approximation
acceptable lorsque les périodes sont trés longues (8 2.2.6).

b) ligne LRL: I'impédance linéique est id' =R +jwL’ et l'admittance
linéique Y’ =1/jwl”

L’exposant de propagation est alors donné par
v= R+jol’ _ e““i_ji—aﬂ'g
S I A e W B

En développant comme dans le probleme 2.1, on trouve que

1 00 2. (2 s 10/ e 2 .0
oa=,—m L+ (R/w)” +L et = =—=r L+ (R/w)” -L
Vo< O (R/w) O BNZLD\ (R/w) O

L'allure des courbes est donnée dans la figure



w

>

La vitesse de phase est simplement donnée @ tandis que pour
obtenir la vitesse de groupe, il faut dériver I'expression pdur ou
plutét son carré, pour faire disparaitre une des deux racines :
1§R' R O
6(8)2_2 B_ 12 w %‘wZD__ 1 R2
ow ow 2L" JL'Z +(R’/w)2 2 w? 'JL'Z +(R’/w)2

et on a finalement

AWy L2+ (Rw)?
Vg =~ 2

Pour bien montrer que c’est compliqué, on peut encore remplacpar
son expression complete, mais ce n'est pas absolument indispensable.

On note toutefois (figure ou formule) que lorsque la fréquence
augmente, la vitesse de groupe devient supérieure a la vitesse de la
lumiere, ce qui n’est pas physiquement possible. On ne peut en fait pas
négliger les capacités qui apparaissent entre les spires des inductances.

c) ligne LRG: I'impédance linéique est id’' =R +jwL' et l'admittance
linéique Y' =G’

L'exposant de propagation est alors donné par
Y = V‘"G’(R' + jOJL') = \/R'G' + j(JL)L'G' =qa+ j|3



On procede comme dans les problemes précédents et on trouve que

_ G 0/n2 N2 . o0 _ G 0/p2 N2 o0
a_V7DR +(al')" +Rp et B_\e“zDR +(al')* -Rpg

Les courbes ont la méme allure que celles obtenues dans le probleme
2.1.

La vitesse de phase est donnée p#p, tandis que pour obtenir la
vitesse de groupe, on dériver I'expression p@u ou plutdt son carre,
pour faire disparaitre une des racines

o) a8 G wl?

0w 0w 2 \/R’Z +((d_')2

et on a finalement

4 - :
Vg = G'(EL'Z VRZ+ (wl )?

Ici aussi, on peut montrer que c’est vraiment trés compliqué en
remplacant B par son expression complete.

Simplifiez le plus possible les formules.

Cherchez si les résultats obtenus peuvent avoir une signification en
termes des données du probleme, et si les dimensions sont au moins
correctes.

Essayez d’esquisser l'allure des courbes — en commencant pres de
0O etde w = m,

Il est toujours permis aussi de chercher dans le livre: le probleme a
traiter peut étre un cas particulier d’'un probléme qui est abordé dans
le cours, il peut aussi étre semblable (voire identique?) a l'un des
problemes donnés a la fin d’'un des chapitres.
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Corrigé de la 3éme série de problémes

LIGNE SANS PERTES

Probleme 3.1 Une ligne de transmission sangertes a uneimpédance
caractéristique d&00Q. On demande de déterminer les matrices d'impédance,
d’admittance et dehaine puis de dessiner les schéngagiivalents el et enJ]

pour les six longueurs de ligne suivantes:

d=0,24" d=0,249" d=0,2499" d=0,2501n d=0,251" d=0,26A

Dans toutes les relations donnant les matrices et composants du schéma équivalent,
on a besoin deBd = (21 \)d = 2m(d/A). Il faut donc multiplier par 2 les valeurs

ci-dessus pour obtenir les déphasages en radians. Vu le grand nombre de chiffres a
déterminer, la présentation sous forme de tableau est fortement recommandée, et
I'emploi d’un tableur, comme par exemple EXCEL, permet d’obtenir les valeurs en
un clin d’oeil:

d/A  (données) 0.240@  0.249@  0.2499 0.2500C 0.25010 0.25100
Z11=222=-|Z¢ - 6.2914 0.628%F 0.062& 0.0000C - 0.06283 - 0.62833
cotan@d)

Z12=221 = — jZ¢ /sin®d) -j 100.197Z 100.001g 100.000¢  100.00QC 100.00002 100.00197
Y11=Y22=—|Y¢ = 0.000& 0.000C 0.000a 0.0000C - 0.00001 - 0.00006
cotan@d)

Y12=Y21=-jY¢ i 0.010C 0.010@ 0.010@ 0.0100C 0.01000 0.01000
/sin(Bd)

A =D = cos(d) 0.0627F 0.006% 0.000& 0.0000C - 0.00063 - 0.00628
B=—-jZc sin@d) - 99.8026 99.998G 99.999¢ 100.000C 99.99998 99.99803
C=—jY¢c sin(@d) — 0.009<% 0.010@ 0.010@ 0.0100C 0.01000 0.01000
T Zs=jZc tan@d/2) | 93.906Z 99.373& 99.937X  100.000 100.06285 100.63030
T Zp= - iZc/sin(Bd) —j 100.197Z 100.0019 100.000G  100.000 100.00002 100.00197

0.260

- 6.2901

100.197

— 0.000

0.010

— 0.062

99.802

0.009

106.489

100.197



On constate que les longueurs de ligne se situent de part et d’autigyde tpuart
d’onde (utilisée pour I'adaptation), pour laquelle les termes diagonauges 3
matricess’annulent. Cegermes changent de sigi@s du passage pav4, les
autres ayant un comportement symétrique.

Probleme 3.2 Une ligne de transmission sangertes ayant unémpédance
caractéristique de 30 aboutit a une terminaison ddiirtnpédancevaut 80 — j 60
Q.

Déterminer, en fonction de [gosition le long de légne, lefacteur de réflexion et
l'impédance localisée, esquisser -approximativement +allure de leurs parties
réelles et imaginaires.

Calculer également le rapport d'onde stationnaire (ROS).

A quelles distances de la terminaison (par rapport a la longleode) lapartie
imaginaire de 'impédance passe-t-elle par un maximuparetinminimum, et que
vaut-elle alors?

Le facteur de réflexion au droit de la terminaison est donné par

, - 80-j60-50 _ 30-j60 _ 3-j6 _75-j60
"t 80-j60+50 130—j60 13—j6 205

= 0,3659 - 0,2927 = 0,4686¢ 7107

Aux autres positions le long de la ligne, on obtient alors en fonctian de

p(2) = 0,4686 el 2IP(2-4)-10.679
= 0,4686{ co 2(z— d) ~0,675] + sin[ 2B(z— d) - 0,675}

Re[p Im[p 0.6

0.4
0.2
z d

-0.6

Le module du facteur de réflexion est constant, sa phase est une fonétioa de
la position.

Le ROS vaut (1 + 0,4686)/(1 - 0,4686) = 2,764



L'impédance localisée est donnée par:

_, RtiX iz ten(p(z-d)
Z(2)= 2, Z. — (R +jX)tan[B(z~d)]

RtZC{1+ tan’[B(z - d)]} + j{(Fz(2 + X2 - Zcz)tan[B(z— d)] + Zcxt(l— tan’[B(z - d)])}

[z, + X tan[p(z- d)} * + R tan?[p(z- d)]

_ 400{1+ tan?[B(z- d)]} + i{ 750tan[(z - d)] - 300(1- tan’[(z- d)] }
) 5-12tan[p(z - d)] + 20tan*[B(z - d)]

150

2B(z-d) /I 22 »

La partie imaginaire de l'impédanceasse par unmaximum
lorsque B(z-d) = — 2,455 -nnt

Elle passe par un maximum lorsq@€z-d) = — 0,01 -nmt
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4eme série de problemes

ABAQUE DE SMITH ET ADAPTATION

Probleme 4.1 Déterminer dans le plan complexe d&<. le lieu des points pour lesquels:

) [pl=0.7=[ZZ =Y [ x+iy-1l J(x—l)ﬂyz

1Z/ze+ 1 Ixriy+l | (x+D)? +y?

L (x=1)2+y?=0,49(x+1)% +vy?| - 0,51x%—2,98x+0,51y% +0,51=0
(x=1)"+y y y

L x2-5843x+y?=—1 - (x—2,9216)% +y? = —1+8,5356 = 7,5356 = 2, 745

C’est I'équation d’'un cercle de rayon 2,754 centré au point (2,9216, 0)

On obtient le méme résultat en constatant‘qheO,? correspond a un cercle dans I'abaque de
Smith, qui se transforme en un cercle dans le gléfy — la transformation conforme

conservant les cercles. Ce cercle doit étre disposé symétriguement par rapport a I'axe réel — les
angles étant aussi conservé. Il suffit alors de trouver les deux intersections, en
Z/Z.=(1+0,7)/(1-0,7) =5,6666 etenZ/Z. = (1-0,7)/(1+0,7) = 0,17647. La moyenne

de ces deux valeurs donne la position du centre, la demi différence donne le rayon.

Ox +jy—10_
X+jy+1

b) arg(p_)) = arg —-60°

Le quotient de la partie imaginaire par la partie réelle donn%%l = tan(-60°) = —\'3
XS +y -

. _ 2y 2 2 2y_ 2 1 g_ 1_ 2
On développex? +v2 —1=-2L | x2+y2+5X =1 ., x +§/+T _1+__§T
PRex-+y NE N NE 3 V3

C'est I'équation d’un cercle, de ray@i+/3, centré en (0, %+/3).

Dans 'abaque de Smitlarg(g) =-60" est une droite partant du centre, faisant un angle de
—60° avec I'axe réel. Cette droite se transforme en un cercle (dont la droite est un cas particulier)



dans le planZ/Z_, centré sur I'axe imaginaire et passant par le point (1,0) ou sa tangente fait un
angle de —60° avec I'axe réel. Pour trouver le centre, on trace une perpendiculaire a la tangente
(voir figure) qui couple I'axe imaginaire enl/~/3. On trouve le rayon par Pythagore.

Probleme 4.20n veut adapter (sans réflexion) une terminaison d'impédarcene ligne
d’impédance caractéristiqué. = 60Q pour les deux cas suivants et les 6 types d’adaptation:

1) Z, =82 +j 38,20

a) segment de ligne de transmission et inductance connectée en série,
d=0,1633A X =37,7079 ohms

b) segment de ligne de transmission et condensateur connecté en série,
d=0,4617" X =-37,7079 ohms

c) segment de ligne de transmission et inductance connectée en parallele,
d=0,2117"A X =95,4708 ohms

d) segment de ligne de transmission et condensateur connecté en paralléle,
d=0,4133" X =-95,4708 ohms

e) segment de ligne de transmission et transformateur quart d’'onde (2 cas)
d; = 0,0625N Zy =81,7 ohms di = 0,25\
d> = 0,3125N Zyx =44,1 ohms di = 0,25\

f) transformateur généralisé.
Zy = 94,3 ohms dy = 0,383\

On admet que la longueur du dispositif d’adaptation est celle du segment — ou des segments
— de ligne (on ne connait pas les dimensions des réactances). Dans le cas présent, le dispositif
le plus court est celui du cas a)



2) Z, =50+ 330

a) segment de ligne de transmission et inductance connectée en série,
d=0,2260N X =37,7730 ohms

b) segment de ligne de transmission et condensateur connecté en série,
d=0,0245" X =-37,7730 ohms

c) segment de ligne de transmission et inductance connectée en parallele,
d=0,2745" X = 95,306 ohms

d) segment de ligne de transmission et condensateur connecté en paralléle,
d=0,4760n X =-95,306 ohms

e) segment de ligne de transmission et transformateur quart d’onde,
d1 = 0,125\ Zy =81,8 ohms di = 0,25\
d> = 0,375\  Zx = 44,0 ohms di = 0,25\

f) transformateur géneralisé.
Il N’y a pas de solution pour cet ensemble de paramétres

Dans le cas présent, le dispositif le plus court est celui du cas b)

La représentation graphique sur I'abaque de Smith est donnée dans la figure

2)
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CORRIGES DES EXERCICES

D'ELECTROMAGNETISME

SERIES 4 a 8

4eme série de problemes: ABAQUE DE SMITH ET ADAPTATION

Probleme 4.1 Trouver, enfonction de la fréquence, le facteur de réflexigme d'une
terminaison puremerdapacitive G connectée a I'extrémitd’une ligne avecpertes L'G’
(voir probléme 2.1). Déterminer l'allure de la courlseans le plancomplexe de p et
déterminer dans quelles conditions la réflexion est la plus grande.

L'impédance de la terminaison vaut iz, =1/jwC,, elle est purement réactive.
L’impédance caractéristique de ligne, trouvéedans leprobleme 2.1,est complexe evaut

R R A Z. . e L N WL
Z. =195 =(1+)). /2= etonadoncZe = joC(1+])./ 2= =(-1+j)C [ 2=
=¢ \/ G ( +J)\ 2G etonadone Z, J ( +J)\ 2G ( +J) \J‘ 2G

Dans leplan Z,/Z. on parcourt une droite45°, dupoint a l'infini pour w = 0 jusqu’a
I'origine pour w =co. La transformée deettedroite dans leplan dep est uncerclequi passe
par les deux pointgy = + 1 et dont la tangente fait un angle de + 45° aux deux extrémités:

La valeur maximalgrise par le facteur de réflexiop; est située au point Iplus bas de la
3 )

courbe, et vautl++/2, pour une pulsatiorw :\ Tc?

On constate que le module ge est toujours supérieur a I'unité, dercle étansitué en

dehors de I'abaqu€eci peut a premiéreue paraitre paradoxal, vqu'on aune terminaison

passive a I'extrémité d’une ligne passive... Il faut toutefois constatempgéeng correspond &

la puissance réflechie quians le casi’'une ligne sans pertes. Lealcul de lapuissance sur la
ligne considérée ici montre qu’elle est purement imaginaire (réactive).



Probléme 4.2 Déterminer dans I'abaque de Smith le lieu des points pour lesquels:
a) 1Z/Z|=2 b) arg(2/Z,) = 45°

sur quels types de courbes se trouvent ces familles de points

Dans le pIan|Z/Zc|, la courbe a) est un cercle de rayon 2, la courbe b) une droite a 45°. Leurs

transformées sont toutes deux descles,passant par les pointgj, 2 et-2j pour a), par O,
X(1+j) eteo dans le second ariant de 0 &o).

2]

(b) 14

(@)

Probleme 4.3 Une terminaison ayant une impédance4je=- 10 + j10Q est connectée a une
ligne d'impédance caractéristiqu&. = 50 Q. On veutl'adapter, au moyen d'un segment de

ligne de transmission et d'W@iément réactif connecté s@rie ou en paralléle. Owneutque le
dispositif d’adaptation soit le plus court possible.

¢ L > ¢ L »
— x — —] —
4 iB 4
: — : —

On peutrésoudre leprobleme _analytiguement, en partant de la relaioar 'impédance
d’entrée, qui donne la condition d'adaptation :

RL + X1+ ]jZc tanfL
Ze +j(RL + X)) tanBL

Zco+ X =2¢

On identifie la partie réelle du terme de gauabec lapartie réelle dd'expression delroite, ce
qui permet de trouver une relation pour la longueur électfijue

X1 Zo £ VXL Zo(Ry - ZoP + X2
1ZL7-RLZ
Cette valeur est alors introduite dans I'expression au-dessus, dornpeatielanaginairex, qui

est, au signe pres, la réactance qu'il s'agit de conifentatexplicite pasici cette relationpour
des raisons évidentes). On procede de facon similaire pour la susceptance en parallele.

tanfL =



Les calculsdevenant fastidieux, un logicipour PC aété mis au point (F. Gardiol,
LOSLIN, Lossy Line Calculations Softwareand User's Manual, ArtechHouse, Boston -
London, 1989). L'application du programme RM (Reactive Matching) donne directement :

MATCHING WITH length of transmission line reactance
SERIES INDUCTANCE .2831 length units 91.2 ohms
SERIES CAPACITANCE .1516 length units -91.2 ohms
SHUNT INDUCTANCE .4016 length units —27.12 ohms
SHUNT CAPACITANCE .0331 length units 27.12 ohms

Résolution graphigue sur I'abague de Smith

Le rapportZ_ /Z; vaut 0,2+j0,2. Ontrouve lepoint correspondardansl'abaque, et on
trace le cercle centré sur le centre de I'abaque @iagse par ce point. Les intersectiaxsc le
cercleR; /Z. = 1 permettent de déterminer lesgueurs des lignegu'il faut introduire. Il faut
connecter soit uneéactance inductive de 90 a une distance de 0,284 soit uneréactance
capacitive de —9Q a une distance de 0,152

&

Pour l'adaptationavecune susceptance gurarallele, onpart du point symetrique sur
l'abaque. Dans ce cas, on connecte soit une réactance inductive deQ @ 77,402\, soit une
réactance capacitive de —27,7@.a 0,034\ de la charge (note : la réactamst|inverse de la
susceptance, qui vaut ici + 3,6:48). Onnote que les réactances n'pas lesmémes valeurs
gue dans l'adaptation en série ! La capacité connectée en paralléle donne la ligne la plus courte.

0,152 A

0,034 A




5eme série de problemes: LIGNES DE TRANSMISSION

Probleme 5.1Un troncon decable coaxial de40 centimetres de long est termipér des
court-circuits a sesleux extrémitédormant un résonateur. Déterminer les fréquences de
résonance, lorsque le matériau isolant qui remplit le cable a la permittivité suivante:

a) =1 (air) b)e,=4 c) & =620

Les fréquences de résonance sont toutes donnéed par— ;’ 2d F ou n est unentier
différent de zéro. Pour les situations indiquées, on obtient
a) fn=n375 MHz b) fn=n187,5 MHz c) f,=n 15,06 MHz

Que se passe-t-il si le cable est terminé a une extrgaitéin court-circuit et qu'il est
ouvert a son autre extrémité ?

Les conditions a satisfaire sont aldg$0) = 0 etl(d) = 0, on a ainsiU+ + U. = 0, et
donc U, = - U.. Remplacant dans la seconde condition, on obtient Bdpf-jexp(+pd) = O
c’est-a-dire 2cddd = 0, condition qui est satisfaite lorsqyel = 72 + it Les fréquences de

résonance sont dans ce ¢ 2n— 1 2n 1
8= ( 4d f

on trouve ainsi (toutes les valeurs en MHz):

a)f,=187,5+6-1)375  b)fy=93,75 + (-1) 187,5 c)f,= 7.53 + (-1) 15,06 MHz

Probleme 5.2 Une ligne de transmission sans pertesavec une impédance

caractéristiqgue de Z= 50Q et une vitesse de propagatigf(ligne a air) est chargée de facon
périodique par desnductances dd0 pH connectées en paralleteus les50 centimétres le

long de la ligne.Déterminer, dans le cas asymptotigiidoquet) quellesseront les bandes
passantes des bandes bloquées. Déterminer I'affaiblissemmatximum produit par une
cellule dans la premiére bande bloquée.

P S T—

La relation pour la propagation sur la ligne chargée périodiquement est:
cosh(\_/pd) = cos(Bd)—% sin(Bd)
Lorsque le module de cette expression est plus grand que laffaikdissement et on
est dans unbande bloquéd.orsqu’il est inférieur a 1, il y a propagation et on @ahs une
bande passante. Il faut donc déterminer les fréquences qui correspondent aux passages par + 1.
On aici Bd = wd /cg = (W/6) 10-8 = F (fréguence normalisée). On trouve ensuite que

BZ Z 50 _ 2510°_ 1

C — C —__ - -

2 2wL 20w1010° () 240 F




sin(F)

La fonction gu’il faut considérer est)sh(\_/pd) = cos(F) + , représentée dans la figure

240 F
1
05
0
-0.5 |-
-1
0 2 4 6 8

La relation admet des solutions “simplels™= d = ntt, qui donnentf = n 600 MHz
(limites inférieures des bandes bloquées), et des solutions imoirégliatesqui nécessitent la
recherchedes racines de la fonction. Otrouve ainsi les limites supérieures des bandes
bloguées & = 8,7142; 300,253; 600,127; MHz. Les bandes bloquées sont ici trés étroites.

Le maximumd’affaiblissement dans faremiére bande bloquée se situe a la fréquence

nulle et correspond éosh{a d) = 1+i =1,00417 etonentirea d = 0,0912 Np.
p 240 p



6eme serie de probléemes: ONDE PLANE ET POLARISATION

Probléeme 6.1 Soit le champ électrique

E(t,2) =2 Eo[exsin(cot —Bz+1Y6) +¢,sin(ot - Bz)]

6.1.1Déterminer le champ magnétique(t,z) qui lui correspond dans un milieu sans pertes ou
€=¢ et L=y

On constate que le chamfectrique ne dépend que dec@rdonnée , et qu'il posséde deux
composantes selonety. Son rotationnel prend donc la forme suivante :

0

x E(t,2)= —ex_Ey +ey£ = -, oH(t2) _ \2B Eo[eX cos(wt - Bz) - e, cos(wt — Pz + T§/6)]
0z 0z ot

on en tire la dérivée par rapport au tempsttig, z) , que I'on intégre:

H(t,2) = %[—exsin(wt ~Bz) +e,sin(wt — Bz + WG)]

Lors del'intégration par rapport aemps, on doit en principe ajoutgne “constante”
d'intégration, qui est plutdti une fonction arbitraire indépendante du temps. Commeellee
fonction (a fréquence nulle) ne présente aucun ragverti'onde électromagnétique que I'on
considére ici, on doit la poser égale a zéro.

Faisant usage d'ureutre équation d&laxwell, on prend le rotationnel deH(t,z) et on le
compare a la dérivée par rapport au tempE(dgz), ce qui donne :

X H(t,2)=- ZB: S [ex cos(wt — Bz + 176) + €, cos(wt — Bz)]
=g, aEg’ 2 = 20 & E [ex cos(wt — Bz + 11 6) + €, cos(wt — Bz)]

on identifie ces deux relations, ce qui entraine (Jig)* = Veopo = 3 , OUCy est lavitesse de la
lumiere dans le vide. On peut finalement exprimer le champ magnétigue sous la forme :

H(t,2) = ,@\/S:ZEO[—exsin(wt -Bz) +e,sin(wt - Pz+ T 6)]

Le champ magnétique est toujours perpendiculaire au champ électrique, car
E(t,z) H(t,2) = 0. Leurs amplitudes sont liées par le faci&uF |Ho/eg 0120T1= 376,6Q.

6.1.2.Trouver les vecteurs phaseurs corresponda(g) et H(z).
On pourrait trouver le vecteur phaseur par la relation

E(2) =E.(2) +JE\(2) =[E(0,2) + JE(T/4,2)| ]\ 2

Dans cebut, on déterminerait ldirection et I'amplitude du champ én= O, puis en
t =T/4, puis on remplacerait dans la relation et on regrouperait les termes cor@elanserait
tout a fait correct, mais inutilement compliqué, du faiton peut voir “tout de suite” (ou
presque) que :

Sin(o)t —Bz+ TV6) - Re[_jej(wt—ﬁz+W6)] _ Re[ej(oot—Bz+T[/6—‘r;/2)]

On peut alors écrire :



E(2) = E, e‘jBZ[eXe‘W3 + eye‘j”/z] et H(z)=|22E, e‘jBZ[—eXe‘W2 +e,eIm3
Ho
Remarque: en faisant la transformation en grandeurs complexes, il faut se iqpjogler

a choisi une dépendance eff* (et non pas ere’).

6.1.3Montrer que, dans le plan=z0,le champ électrique a une polarisation elliptique, et
dessiner l'ellipse décrite, en fonction du temps, par I'extrémité du champ.

On constate que les deux composantes seloet selony ne sont pas en phase: la
polarisationn’est donc paslinéaire. On constate que cdsux composantes ont faéme
amplitude, mais ne sont pas en quadrature: la polarigagsh pascirculaire. On a une ellipse
inscrite dans un carré.

5 EOT E, E(T/4,0)

S

E(3T/4,0)

On construit I'ellipse en tracant les fleches correspondant au chaimp @rpuis ert =
T/4, qui nous donnent deux demi-axes conjugués de I'ellEselignegpermettent de tracer le
losange dans lequel I'ellipse est inscrite.

6.1.4.Trouver les axes principaux de l'ellipse de polarisation (longueur et dir@ction
Suggestion : chercher les instants du teippgr lesquels le module du chamlectrique est
soit maximum (demi grand axe), soit minimum (demi petit axe).

Lorsque lechamp électrique eshaximum, la dérivée deon module par rapport au

temps s'annule. Il en va de méme pouddavée dumodule carré dehamp, ouencorecelle de
I'énergie électrique, donnée par

_€p2_¢ 2 2\ _ 2L o i, . » U
w, =2 g7 = 2o (E; +Ey)—E0%n %ot+€m+sm ()

On dérive cette expression, et on annule sa dérivée par rapport au temps:

. ] ] . 0_ . o, . 0
wE? %sn%otm + EDc:os%otm +eg* 2si n(wtm)cos(wtm)a— wE? %ngzwtm togt sn(Zwtm)E— 0

On constate, apres quelques calculs, que les extremas apparaissent lorsque



. T . - _lom _Tgl
snBZootm+€D—0 ce qui entraine que t, = w0 E+krrg—ZD 6+k

Le demi petit axe correspond au kasO :

E(t,.2) =2 Eo[exsin(—rg/lz +176) + eysin(—Tr/lz)] =0,259+/2 Eo[eX - ey] = O,366E0[eX - ey]
Le demi grand axe est similairement donnékpad. :

E(ty,2) = V2 E; e, sin(5m12 + 176) + €, sin(51/12)] = 0,966V 2 E [, +e,| =1,366E,|e, +¢,]

~ Comme les deux composantes ont la méme amplitude, les deux axes principaux de
I'ellipse sont les deux diagonales d’un carré (droites a + 45°).

6.1.5.Décomposer le champ électrigue en deux composantes :

6.1.5a.toutes deux linéairement polarisées, et perpendiculaires I'une a l'autre (dans I'espace).
I suffit de découper le champ en une composante getbnne selowy :

E.(t,2) =V2E,e, sin(wt - Bz + 176) et  E,(t,2)=v2E.e sin(wt-pz)
On peut en fait choisir deux paires d’axes perpendiculaires quelconques.

6.1.5b.toutes deux linéairement polarisées, mais déphasé@@_"t(jtdaansf le temps).
Dans ce cas, on développe le sinus d'une somme de la maniére suivante:

E(t,2) = V2E, [eX cos(wt — Bz)sin(1/6) + e, sin(wt — Bz) cos(1y6) + e, sin(wt - Bz)]
On regroupe ensuite, d'une part les termes en cosinus, de l'autre ceux en sinus :
E,(t,2) = V2 E,e, cos(wt - Bz)sin(ry6) et E,(t,z) =2 E,sin(wt - Bz)[eX cos(1y/6) + ey]

On pourrait similairement développsur la base d'autres origines dumpsavant de
séparer, et obtenir des termes en as-(@) et en singt + ¢), avecp quelconque.

6.1.5c.toutes deux linéairememolarisées, simultanément perpendiculaires et déphasées de
90°. Cette conditiom'est satisfaite qukrsqu'onchoisit commebase les axes principaux de
I'ellipse de polarisation. On obtient ainsi, en faisant usage des valeurs obtenues sous 6.1.4:

E,(t,2) = 1,366E0[ex + ey] sin(wt-Bz+112)  E,(t,2) = 0,366E0[ex - ey] cos(wt — Bz + 112)
6.1.5d.circulairement polarisées en sens oppachant que ldemigrandaxe est la somme
des rayons des deux cercles de polarisation et le demi petit axe sa difféerenomeyedas deux

polarisations circulaires en faisant la demi somme et la demi diffédescdeux ondetsouvees
sous 6.1.5c:

E,(t,2) = 0,866E0{[ex + ey] sin(owt — Bz + 1712) + [ex - ey] cos{t — Bz + le)}
=1, 225E0{ex sin(wt - Bz + 173) - e, cos{wt — Pz + WB)}



E,(t,2) = O,SEO{[eX + ey] sin(ot - Bz + 1712) —[ex - ey] cos{wt — Bz + WlZ)}
=0, 707E0{ —e, cos{wt — Bz + 1y3) + e sin(wt — Bz + WS)}

On peut veérifier que leur somme donne bien le champ électrique total. Ogpéarhent
vérifier qgue la somme des 2 rayons donne bien le demi-grand angle de l'ellipse, et leur différence
le demi-petit angle.

6.1.6.Que devient l'ellipse de polarisation lorsqu# @ ?

Elle ne change pas : unariation dez estéquivalente aine variation dewt / = cot, le
point correspondant parcourt donc bien la méme ellipse.

6.1.7.Quelle est la polarisation du champ magnétigue
On a précédemment constaté, sous 1) que le champ magnétique est toujours perpendiculaire au

champ électrique. Il est aussi dans le plgnOn a donc également une ellipse, disposee
perpendiculairement a celle décrite par le champ électrique.

Probleme 6.2 Déterminer la signification, etermes des champs, des quat@nditions
suivantegdans chaque cag # 0):

6.2.1 EE=0=(E, +JE){E, +JE)=E’-E +2jE, [E,
La partie réelle et la partie imaginaire de cette expression sont nulles, ce qui entraine que
E,=E, et EE =0

La partie réelle estgale a la partie imaginaire,les deux sonperpendiculairec’est la
condition pour laquelle on a upelarisation circulaire.

6.2.2 EE*=0=(E, +|E){E, —jE)=E2+E?

Lorsque la somme de deux carrés mgite, chacundes termes est nul. On a ici
E, =E, =0, ce qui nest pas compatible avec la don&é&e0.

6.23 ExE=0=(E, +JE)x(E, +JE)=E, xE, +E, xE, +j(E, xE, +E; xE,) =0

Le produitvectorield’un vecteurpar lui-mémeest toujoursnul, et en intervertissant
I'ordre destermesdans un produivectoriel on erchange le signecette expression est donc
toujours identiguement nulle. La relation &stjourssatisfaite et ne donne aucune information
guant aux propriétés du vecteur-phageur

6.2.4 ExE*=0=(E, +jE)x(E, -JE)=-2jE, xE,

_La partie reelle et la partie imaginaire sont paralleles, ou etiovogdes dewestnulle:
ces situations correspondent a potarisation linéaire.



7&me série de problémes: REFLEXION D'UNE ONDE PLANE

Probleme 7.1: deux milieux sans pertes
Une onde électromagnétique, dont le champ électrique est donné par son vecteur-phaseur :

E(r) = E e, "0

tombe sur un plasitué en z= 0 séparantdeux milieux diélectriquesion-magnétiquesans
pertes, ayant des permittivités :

€,=25, pourz<O0 et ¢g,=15, pourz<O

a) déterminer la polarisation intrinséque de 'onde (circulaire, etc), et sa polarisation par
rapport au plan d'incidence (paralléle ou perpendiculaire).

b) trouver les angles d'incidence, de réflexion et de transmission.

c) déterminer les facteurs de réflexion et de transmission.

a) comme le champst toujoursdirigé dans laméme direction,selon x, la polarisation
intrinséque de I'onde dgtéaire (il n'est pas nécessaire d'utiliser de formule pour le voir).

Note : intrinséque signifie “intérieur a I'objet dontslagit, qui appartient a
son essence”. Il s'agit ici d'une propriété propre de l'onddépendante du
systeme de coordonnées ou de la présence de surfaces de séparation.

Le plan d'incidence contient la normale a la surface de séparatiog; tite phaseur
de propagation, que I'on obtient en considérant 'exposant de e dans la formulation du champ:

YO =yx+yy+yz= jB(y+2) etdonc y= jB(ey +ez)

Le plan d'incidence est donc le plgiz. Le champ électrique, dirigé selrnui est
toujours perpendiculaire, on a donc yadarisation perpendiculaire.

b) La direction de propagation de I'onde incidentgceselon e, +e,. L'angle d'incidence est

donc de 45°. L'angle de réflexion, selon la loi de Swailif également 45°. On trouve l'angle de
transmission au moyen de la relation

9 = arcsmEEsme B

0, S0 = arcsin %\ 25 25 arcsin(0,9129) = 65,91°

Onde ,(f)lr)dﬁ. Milieu 1
incidente 45 | a5 réfléechie
€, = 2, 580
g, =1, 580
65,91°

Onde ilieu 2
transmise




c) On trouve le facteur de réflexion avec la relation pour la polarisation perpendiculaire. Comme
les deux milieux sont non-magnétiques, les terpnes simplifient et on obtient.

L —\*-sin’, _0,7071-/0,6-05 _ ) oo,
" cosB,, +n?-sin?@, 0,7071+./0,6-0,5

et le facteur de transmission vaut alots =1+ p, =1,382. On remarque que ce facteur est

plus grand que 1 ce qui, pour une polarisation perpendiculaire, est toujours le cas guand

On notera aussi que I'onde incidente provient du milieu a permittivitté la plus grande et que, si
'angle d'incidence avait été légérement plus grand, on aurait eu une réflexion totale.

Probléme 7.2: réflexion produite par une surface métallique

Une onde électromagnétique, dont le champ électrique est donné par le vecteur-phaseur
E(r) = E, e, €'® tombe sur un plan situé en z = 0 séparant l'air (z < 0) d'une plaque
d’aluminium(z > 0) pour lequet = 38'160'000 S/md >> we mais# ). La fréquence du
signal est d&5 MHz Trouver :

a) l'indice de réfraction complexe n

b) les facteurs de réflexion et de transmission

c) les champs électrique et magnétique en tout point de I'espace.
d) le vecteur de Poynting dans l'air et dans le métal

e) la densité de courant a l'intérieur du conducteur.

~ On aci une incidence normale : il n'est pas possible de deéfinir un plan d'incidence, et de
ce fait les polarisations perpendiculaires et paralléles sont confondues.

-jo‘
WEp

a) l'indice de réfraction complexe air-métal est donné parrl >> 1

ce qui donne, pour de I'aluminium a 25 MHz:

_- 6
. j 38,1610

=-j2,74410° etdonc nO(1-j)117010°
2112510° 8,854 107 * J - ( J)L

b) les facteurs de réflexion et de transmission sont donnés respectivement par

|_\
I:)

O

% D— 1+—:—1+(1+J)42710-6 I:L
1+

(=N N

=(1+]j) 4,2710°°

15

1O
1
H‘
15
N
1>

c) le champ électrique vaut alors :

2

. O . 0 ., 0 O . 10. 2 ]
dans l'air E=E, e "Bz—g—— Fz—E e 2 @—— nPRz + = cosPz
_EOX%? DEQEEOXEH DEBIB N BE

dans le métal E = Eogexe'(“m”'B”‘)Z avec Om*jBm = VjwHo O
n

x E
Pour chacune des trois ondes, le champ magnétique est donné par la r‘glaii;n—_
JWHg
Cette relation doit étre appliquée séparément a chacune des ondes, du fait que pour chaque onde
la valeur dey est différente !!




Apres guelques calculs, on trouve le champ magnétique :

. 0. 20 0 _E, 10 2j . O
dans I'alr:H:Ee JBZ+§—— fz—= 0 g @L—— osPz—-—"sinfBz
2T7 58 959 H y% nt P n BE

: Z,
dans le metal H = Egeye-(amﬂsm)z
Zy N
avec ZO :\/? 120 Q et Zm :\/m:%:(l.kj) 2,61':'.0_49
0 (o) n

On peut vérifier gue le champ magnétique est approximativement contiruGrau terme &/
pres (ce terme est tres petit, en général négligeable).

d) le vecteur de Poynting est obtenu par la relaBenE x H* qui donne, dans l'air:

N T
Z, "0 n mn n* 0

[l 0
Z e, T2jsin2Bz+ #((1+ jsin2Bz) Re(n) - jcos2BzIm(n) ‘1)D
0 L 0

|om

et dans le métal:
—20 \Z

5: iiee

2
Z* o

e) la densité de courant a l'intérieur du conducteur est obtenue a l'aide du champ électrique :
J=0E= EO2—0exe'(o‘mJ'ij)Z
B n

Dans lemétal, ladécroissance du courant est trapide, desorte quecelui-ci est surtout
concentré au voisinage dedarface. Ondétermine le courant qui circugr une tranche de
conducteur d'une largeur unitaire (1 metre) en intégrant sur toute I'épaisseur du métal:

Dans lecaslimite du conducteur électrique parfgitep), n — o, et ce courantevient le
courant de surfac&on amplitude esexactement celle dchamp magnétique total &ord du
conducteur, ez = 0, du coté air. Cedorrespond a la conditiolimite, du fait que pour des
signaux variant dans letemps le champ magnétique est nul a lintéridun conducteur
électrique parfait.



8eme série de problemes: ANTENNES

Probleme 8.1: Deux dipbles superposeés

Déterminer le diagramme de rayonnementddeix dipblessimples alignés selon l'axe z et
séparés par une distance a. Les deux courants sont de méme amplitude et sont déwhasés
angle .

Observateur

al2

)
-al2

Ce probleme présente une symétrie de révolution autour dedkexe : les champs ne
dépendent pas de la coordonnée azimytale

On a approximativementg, = @, = @ , 6; = 8, = 0 et, pour le terme apparaissant _au
dénominateur de l'expression du champ du dippkey, =r . Uneapproximationplus précise

est nécessaire pour les termes de phase qui apparaissent dans I'expostantvet(plusieurs
méthodes possibles) que :

ry0r -(a/2)co® et r,0r +(a/2) cod

Le champ électrique produit par I'ensemble des deux dipdles est alors donné par :

Eo 0j 4/ 20 1 9P9 sing eifr(erifota2) coso + eifte2) cost exiu)
0

Cette expression prend la forme : Eo O ? 1 jicr) Sin© eibor gtiw/2 COS(BUS cos6 LZE)
0]

Le vecteur de Poynting est alors donné par :

€ Ho (d[-)’O)2 l'IJ
<0 2 = 2| FY nz a -1
S,— 0 ‘Ee‘ 0 £ M ‘ Sirr 6 cog ([302 coso 2)

dBo)’ .
= le(()) NG (45[(;) sirf 0 [1 + codBoa cosh - UJ)J

Pour déterminer l'allure du rayonnement, on peut programmer la dépendarcaleercette
relation et tracer la courbe avec un programme graphique.

Lorsque¥ =0



avecfBa=T1 Ba=2n Ba= 31 Ba = 4n

Et lorsquefa=T1t

R LD DY SN

etqueW =0 Y =14 Y =172 Y =34 Y=mr

On trouve les directions de rayonnement maximum et minimum en annulant la dér§épate
rapport &0, ce qui donne :

2 sinB cosb + 2 sinB coso cos(Boacose - lp) + Boasin®d sin(Boacose - lp) =0
sin® [2 coso (1 + cos(Boacose - L|J)) + Boa sind sin(Boacose - llJﬂ =0

On a des extremas soit pour 8ir 0 (minima), soit pour[]=0



Probleme 8.2: Transmission spatiale
Le 25ao00t 1989 la sonde spatiale Voyag@era “frolé” la planéte Neptune, a une distance
d'environ 4'500'000'00&ilométres de la terre.

On suppose que (ordres de grandeur) :
- la puissance fournie par le générateur de la sonde eS0d#¥atts
- le gain de lI'antenne d'émission est @00 =G,

- le gain de I'antenne de réception est@®dB et donc G, = 1(¢
- la fréquence est dd GHz  d'ou la longueur d'ondeA = 3 1/4 10° = 0,075 m

Déterminer quelle est la puissance recue par le récepteur sur la terre. Est-elle détectable?

Il suffit d'introduire les valeurs numériques dans la relation, ce qui donne:

A 2 2
P=P GG, () =5010°%10° &512 =8,79510°wW
4ni 414,510
Détail des calculs :
0.075 =4 =

.01875 + 3.14159 =
.0059683154071664 +4.5E12 =
1.326292312E-15 xY 2 =
1.759051296E-30 *50E9 =
8.79525648E-20¢

Il s'agit d'une puissance excessivement faible... Nous savons toutefois qu'elle est
détectable, et notamment que des images photographiques de haute qualité de
Neptune et de son satellite Triton ont été transmises lors de cetencontre aux confins

du Systeme Solaire.
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ELECTROMAGNETISME

CORRIGES DES PROBLEMES: Séries 9, 11, 14 et 15

Série 9: DEUX PLAQUES PARALLELES

® V =cste. ®

1 1

V(0)=0 V(a)=U

Qs Qa

A Amh A A

Deux plaguesnétalliques parallelesupposéeparfaitement conductricespnt placées
dans les plans< = 0 etx = a (voir figure). On impose upotentiel V = 0 sur laplague de
gauche, etV =U sur celle de droite. Les deux plaques sont infinies dans la plan transverse — ce
qui signifie que toutes les grandeurs ne dépendent que de la coordoraelemande de

a) déterminer et représenter graphiquement, en fonctioxy dallure dupotentiel V(x) et du
champ électriqu&(x)

b) trouver ou sont situées les équipotentiellds, U/2, 3U/4

c) calculer les densités de charges de sunfgcsur les deux plaques

Probléme 9.1 L’espaceentre les deux plaques esmpli d’'un matériau homogéne de
permittivité €. La solution (équation de Laplace) se trouve au 8§ 10.1.1 du cours.

Probléme 9.2 L'espaceentre les deux plaques esmpli d’'un matériau inhomogeéendont la
permittivité est donnée par la relaticafx) = €1(1 + x/a). La solution sdrouve au §10.1.2 du
cours, en posarg, =¢1/a.

Probléme 9.3 L’espaceentre les deux plaques esmpli d’'un matériau homogéne de
permittivité € mais contient aussi une densité de chap(®s=cU/a2.



2
L'équation de Poisson donne i€1?V(x) = d Vgx) ) _ —%
dx € a
2
On integre deux foi&/(x) = —lzJLz + Ax + B, avec deux constantes déterminées aux bords
a
Ua® N , 3U .
V(0)=B=0 et V(a)= ~oaZ +Aa+B=U, doulontire A= Sa et le potentiel vaut
a
udx x20 . U n
V(X) =—=3———= Le champ électrique est donné X)=-0V(X) =— =3+2—
() 2K’ a azE p q pE&() () 240 ald
— _ U U
et les charges électriques sur les deux plaques Bel®) = —385 et ps(a) 285.
a
La somme de toutes les charges est nQ¥ed) +J.P(X) dx +ps(a) =0,
0
L’allure du potentiel et du champ électrique en fonctiorxdest donnée dans les deux figures
1
0.9 Potentiel électrique V
0.8 -
0.7
0.6 |- 9.3 9.0
0.5
0.4
03 9.1
0.2
011
0 O I I H
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0_
x/a
x Ula
-0.5
Champ électrique E(x) 9.3
9.2
1 9.1
-1.5
Les points aux potentiels U/4 u/4 3U/4 sont situés en:
9.1 Xla= 0,25 0,5 0,75 dans le cas homogene,
9.2 Xla= 0,189 0,414 0,681 dans le cas inhomogeéne,

9.3 Xla= 0,177 0,382 0,634 avec les charges d’espace.



11éme série de problémes: SEPARATION DE VARIABLES

Probleme 11.1 Déterminer le potentiel V et le champ électriqueE dans lerectangle
ci—dessous. Tracer les équipotentielles et les lignes de champ.

A V=Ux/a+ U

b
V = Uy/b V= Uy/b+ U

>

V = Ux/a a

On détermine l'allure du potentiel sur les bords du rectangle, on constate qu’elle est continue
avec une variation linéaire, et les solutions de I'équation de Laplace doivent donc étre linéaires:

V(x.y) = (Ax+ Ao )(Bry + Bp) = ABIxy + ABpx+ ApBry + AgBy
Appliquant les conditions aux limites sur les quatre c6tés, on trouve que
AB =0 AB, =U/a AB=U/b AB, =0 etdonc
V(x,y)=Ux/a+Uy/b

On remarque toutefois, si 'on cherche a déterminer les valeurs individuelles des quatre
constantes, qu’on aboutit & une impossibilité. La solution est en fait la superposition de trois
solutions

V(xy) =U(x/a+1)(y/b+1)-Uxy/ab-U

Les équipotentielles sont alors les ligngs —(b/a)x +cste.
. . : U U
On obtient le champ électrique en prenant le gradiest-[V = ——e, — Eey
a

dy
Ey

Les lignes de champ sont alors donnéesé)ér: qui donney = (a/b)x + cste.
X



Probléme 11.2Déterminer le potentieV/ et le champ électriquE dans Ierriangle isocele ci-
dessous (utiliser autant que possible les résultats de problemes traités préecédemment).

V=-Ucos@ix/2a) Y A
a

—— _
V = U cos(y/2a) vV=U c):(osQ'Ly/Za)
>

a

= —U cosfwx /2a)

Vu la dépendance cosinusoidale du potentiel sur la paroi de droite, on cherche
eévidemment une solution en cos cosh ou en cos sinh comme au § 10.3.2, mais on constate
gu’il n’est guere possible alors de satisfaire les conditdrs0 eny = +x.

On constate que les lignes a 45° pourraient étre considérées comme des axes de symétrie,
et que le triangle est en fait le quart d’'un carré. La solution est alors immédiate:

V(x,y) = Y %oshzcosﬂ - cos % cosh Y1
cosh(172) 2a 2a 2a  2aH

Probléme 11.3Déterminer le potentiel/ au centre du rectangle ci-dessous.

bA V = U sin(m/2a)

V =-UyRb V = Uy/2b

o
V =-Ucosf/2a) a

Il faut bien noter ici qu’on demande de trouver le potesgelement au centre du rectangle
On considere les conditions aux limites pour les deux cas suivants:

[ ] parois de gauche et de droite, potentiels nuls ailleurs: les potentiels sont de signe
opposeE, par symétrie le potentiel correspondant est nul sur la ligne médiane,

[ ] parois du haut et du bas, potentiels nuls ailleurs: les potentiels présentent une
antisymétrie par rapport au centre du rectangle, ou le potentiel doit étre nul.



Superposant les potentiels obtenus dans les deux cas, on trouve que le potentiel au centre
est nul. Il serait en revanche tres compliqué de trouver le potentiel en tout point de la structure du
fait des discontinuités aux sommets: la solution exacte contient des séries infinies. Mais ce n’est
pas ce qui est demandé dans ce probleme.

14eme série de problémes: DISQUE ET FIL

Probléme 14.1Un disque de rayoriR centré a l'origine de I'axe des coordonnées et occupant
le plan z= 0 est chargé avec une densité de charge congiaf@ém?]

z

Ps

a) Trouver le potentieV et le champ électrique sur I'axe z

b)  Quelle est la différence entre les valeurswet de E calculées erz=0" et z=07?

c) Faire tendre le rayoR versco pour étudier un plan infini chargé (feuille de charge).
14.1.a) On travaille ici en coordonnées cylindriques circulaires, et il faut bien faire attention de
ne pas confondre la coordonngeavec la densité de charge de surfageComme on a une

symeétrie de révolution, ni le potentiel ni le champ ne dépendent de la coordprA&gii
apparait en revanche dans le processus d’intégration.

L'élément de surface est défini paA'= p'dp’dp’ au point (p',¢’,0).

1 ¢ 'd¢’dp’
Le potentiel er(p,0,2) est donné paN(p,O,z):4—I I \/ f;sp ; P
p= +2z° +p“—2pp’cosd

Cette intégrale n’est pas exprimable en termes de fonctions élémentaires, elle donne des
intégrales elliptiques (8 11.6.2). Mais sur I'axe desn ap = 0 et tout se simplifie:

_ Ps Ps 2
0,0,z do /2 + a2 -z
V(0,0.7) = I I\Z +p,2 = 25

La valeur absolue de dans le terme de droite est essentielle.

Pour trouver le champ électrique, il faudrait en principe connaitre le potentiel en tout point,
et pas seulement sur I'axe desSuite a la symétrie de la structure, on sait toutefois que sur
I'axe desz le champ électrique n’a qu'une composante selatonnée par

dv(0,0,2) z O

E(0,0,2) = e,E,(0,0,2) = —e, & _eZZsBSgn T2, 2F
VZ% +a



14.1.b) Quand on applique les résultats obtenus dans la section précédente aux deux points
= 0* etz=0" ontrouve + s

£
On retrouve donc bien la condition sur la composante normale du champ de déplacement:

e, EF&E(O, 0,0*)-¢E(o, o,o—)] = ps

14.1.c) Quand le rayora du disque tend vers l'infini, on trouve un plan infini chargé. La
valeur limite pour le champ électrique se trouve sans probleme:

Eplan(X.¥,2) = ez%sgn(z)

En revanche, on trouve que le potentiel devient infini partout... Ceci résulte du fait que la
charge totale sur le plan de dimensions infinies est infinie. Dans tout systeme fini de charges le
potentiel tend vers zéro a l'infini — ce qui est admis implicitement lorsqu’on pose l'intégrale.

Ceci n'est plus le cas pour un systéme infini. Si en revanche on pose que le potentiel sur la
plague est fini, par exemple nul a cause de la symétrie, on trouve le potentiel partout en intégrant
le champ électrique:

z

Vplan(%.%:2) = _Iez (Epian(xy.2)dz= —%|Z|
0 £

Probléme 14.2 Le segment E<z< +L de l'axe verticalz est occupé par un fil chargé
avec une densité de charge constantiC/m]. Le milieu environnant est le vide.

14.2.a Trouver le potentiel électrostatique V en tout point de I'espace

Le probleme a une symétrie axiale, de sorte que le potentiel ne dépendppas de

Adz a0 . z+L . z—- L0
= rarsinh sin
J' \/p (z- 22 Ame(] p P O

On peut vérifier que, comme la fonction arsinh est impaire, 43 = V(2).

On peut aussi exprimer le potentiel avec des logarithmes népériens, sachant que

smh In%ﬁwx +1D:—Ian+ X +1E

14.2.b Particulariser le résultat au plan médiarz = 0 et a I'axez (p = 0)

L+\/L2+p2

En z=0, V(p, 0)—Larsmh—

2TE p 2T[€ p
Enp=0,V(0,2) = e =] = ﬁé”?t:l?tl

Dans ce dernier cas, les arsinh donnent une indétermination, tandis que la solution avec
des logarithmes népériens est tout a fait définie (attention aux valeurs absolues!). Il faut
distinguer trois régions



A z+L

0 z>L V(0,z>L)=——In
4ne z-L
0 -L<z<L V(0,z<—-L) =0 sur le fil chargé
0 z<4d V(O,z<—L):LInZ_L par symétrie
4me  z+L

14.2.c Calculer le champ électrique dans le plan médian et sur l'axe

. A L
Dans le plan médian E(p.0) = e,Ey(0,0) =
Surlaxez avec |z|>L E(0,z)=¢e,E,(0,2) =2 _ L sgn(z)
2me 22 - |2

14.2.d Obtenir une formule approchée dans le plan médian lorsque>>L
En prenant les développements limités et en conservant le premier terme non nul, on trouve

2AL AL
V(p - oo,o):ng et E(p - oo,o):epp_zzeppﬂ2

Il s’agit du potentiel et du champs créés par une charge poncfiille g placée a l'origine.
14.2.e Etudier le cas limite quand la longueur du fil devient infinie.

Il est aussi intéressant de noter que, si I'on fait tehdrerseo on trouve bien le champ

électrique, qui vaut alor€(p,0) = %sp

En revanche, prenant la limite pour le potentiel, on trouve de nowe@omme dans le
probléme précédent), qui résulte du fait que la charge totale est infinie. Si I'on intégre la relation
pour le champ électrique, on trouve que

A
V(p,O):—Z—mlnp

Le potentiel est alors infini sur I'axe et a I'infini, mais il est défini partout ailleurs.



15éme série de problémes: SPHERES

Probléme 15.10n considére une surface sphérique de ragarhargée avec une densité de

charge constantps [C/m?] Trouver le potentieNV et le champ électriquE a l'intérieur et a
I'extérieur de la surface

15.1.a Avec le théoréme de Gaugb - E - V)

Le probléme est a symétrie sphérique, de sorte que le champ électrique est purement radial
et que le potentiel ne dépend que de la coordonnée radi@ansidérant une sphere de rayon
r on obtient la relation

.fsoE [AS= 41'[r280Er =Q, charge totale dans la sphere
S

h si r <R (intérieur) Q, =0 etdoncE =0

h sir >R (extérieur) Q, = 4nr2pS etdonc E :&E2
€ r

On trouve ensuite le potentiel en intégrant le champ électrique

=—IE@:||=—J'Er dr + cste

a I'extérieur de la sphére, le potentiel doit tendre vers zéro a l'infini, car la charge totale est
bornée. On a donc

Ps K R?

sir>R V(r>R)= T
0

Comme a l'intérieur de la sphére il n'y a pas de champ, le potentiel est constant. Il doit étre
continu enr =R et on a donc

sir<Rr V(r) = Ps g
€0
15.1.b Par intégration directe de I'effet des charges de surfa¢e — E)

Une méthode beaucoup plus compliquée (utilisée surtout par certains étudiants pendant
les examens) consiste a intégrer I'effet de la charge de surface sur lalsghérent de

surface est donné pastinededq) et la distance d'un poin(R,e’,c])’) sur la surface de la

sphére a un point d’observatidm,0,0) est donné par\/‘r2 + R? - 2rRcosf (théoréme du
cosinus). Le potentiel est alors donnée par la relation (11.37)

V()= _Ps _ R®sinBdo
4T[50_f3|r r' 4”50J. I\r 2 + R? - 2rRcosh




= PR /r +R% - 2chose‘ [r+R R|]
Zeor

alintérieur de la sphére<R etdonc  V(r<R)= 28 r [r +R+r-R| = ZL
0

a l'extérieur de la sphére>R etdonc  V(r >R) = pLR[r +R-r+R| = ﬁ
2¢eqr €or

On constate que ces valeurs sont bien celles données par la premiere méthode, et on trouve le
champ électrique en dérivant par rapport a

Probléme 15.2 Un nuage de charge de forme sphérique et de rayest décrit par une

densité de charge constarge[C/m3]. Le nuage est enfermé a l'intérieur d’'une coque
sphérique d’'un matériau diélectrique d’épaisseuset de permittivité relative, = 2.

L’ensemble est placé dans le vide. Trouver le potentiel et le champ électrique en tout point de
'espace.

15.2.a Avec I'équation de Gaus(D - E - V)

On a également un probleme a symétrie spherique, et les premieres relations du probleme
précédent sont aussi valables. La charge totale contenue dans une sphére desayan
donnée par

Arr3 . 41’

si r<aQ\/_—p si r>a Q\/——p

On obtient donc le potentiel et le champ électrique dans les trois régions

2 2
r<a Er(r):ﬂ V(r):—&+—5pa
380 680 1280
3 2
a<r<2a Er(r): paz V(r):&+&
6gor 6£0r 1280
3 3
2a<r E (r) = paz V(r)zﬂ
3eqr 3eqr

Les constantes qui sont apparues lors de l'intégration pour obtemit été déterminées
pour que le potentiel tende vers zéro a I'infini et qu'’il soit continu era et enr = 2a

15.2.b Avec I'équation de PoissofV — E - D)

L’équation de Poisson dans un systeme de charges a symétrie sphérique est donné par

1 d[2dv(r) p
02V(r) = —— =_F
(r) r2 dr dr @ £




On multiplie par r?, puis on intégre par rapportraapres quoi on divise par2 et on
intégre par rapport & Dans les trois régions on obtient — en se rappelant qu’une constante
d’intégration apparait a chaque intégration:

2
r<a V)=-go+tee E()=-ge3
a<r<2a V(r):%+c4 Er(r):%2
2a<r V(r):C5+c:6 Er(r):%

r r

On doit poserC; =0 pour que le potentiel ne soit pas singulier au centre de la sphére
(car il n’y a pas de charge ponctuelle dans la donnée du probleme). Comme la charge totale est
bornée, le potentiel a I'infini doit tendre vers zéro et d@ic= 0. Il reste quatre constantes a
déterminer en imposant la continuité Weet deD;y enr =a etenr = 2a. Le lecteur pourra
vérifier qu’on retrouve bien ainsi le potentiel et le champ obtenus dans 15.2.a.

THAT'S ALL, FOLKS !l




